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Practica 2

Modelos de Distribuciones Conjugadas

Esta seccion contiene ejercicios para trabajar con modelos basados en distribuciones conjugadas.
En general, los ejercicios requieren calculos o derivaciones que se pueden realizar a mano. Sin
embargo, se promueve fuertemente el uso de la computadora y el lenguaje R para verificar los
resultados, mostrar soluciones alternativas y ejercitar el uso de una herramienta que serd de
suma utilidad a lo largo de todo el curso y de la vida profesional.

1. ;Quién domina el posterior?

Para cada una de las situaciones siguientes, se da una distribuciéon a priori Beta para
el pardmetro m de un ensayo binomial. Para cada escenario, identificar cudl de estos se
cumple: el prior tiene mayor influencia en el posterior, los datos tienen mas influencia en
el posteriori, o la creencia a priori y los datos influyen de manera similar en la creencia a
posteriori

i. Prior: m ~ Beta(1,4), observaciones: y = 8 éxitos en n = 10 ensayos.

ii. Prior: m ~ Beta(20,3), observaciones: y = 0 éxitos en n = 1 ensayos.
iii. Prior: ™ ~ Beta(4,2), observaciones: y = 1 éxitos en n = 3 ensayos.
iv. Prior: m ~ Beta(3,10), observaciones: y = 10 éxitos en n = 13 ensayos.
v. Prior: m ~ Beta(20,2), observaciones: y = 10 éxitos en n = 200 ensayos.

2. Mas o menos certeza

Sea 6 la proporcién de personas que prefieren los perros a los gatos. Suponga que se elige
una distribucién Beta(7,2) para representar la creencia a priori

i. De acuerdo al prior ;cudles son valores razonables para 67
ii. Se observa en una encuesta que y = 19 de n = 20 personas prefieren perros, jc6mo
cambia eso el conocimiento acerca de #7 Comenta en términos de la evolucién de la
credibilidad media y del grado de certidumbre acerca de 6.
iii. Si, en lugar de eso, se determina que y = 1 de n = 20 personas prefieren perros,
j,como cambia ahora el grado de credibilidad de los diferentes valores de 67
iv. Si, en lugar de eso, se determina que y = 10 de n = 20 personas prefieren perros,
j,como cambia ahora el grado de credibilidad de los diferentes valores de 67

3. Pasito a pasito

Sea 6 la probabilidad de éxito de un evento de interés. Sea Beta(2,3) la distribucion a
priori para 6. Actualiza la distribucién a posteriori para 6 secuencialmente:

i. Primera observacion: éxito.
ii. Segunda observacién: éxito.
iii. Tercera observacion: fracaso.
iv. Cuarta observacién: éxito.

4. Pasitos tras pasitos

Sea 6 la probabilidad de éxito de un evento de interés. Sea Beta(2,3) la distribucién
a priori para 6. Actualiza la distribucién a posteriori para 6 secuencialmente dados
conjuntos de cinco observaciones:
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5.

i. Primeras observaciones: tres éxitos.
ii. Segundas observaciones: un éxito.
iii. Terceras observaciones: un éxito.
iv. Cuartas observaciones: dos éxitos.

Diferentes observaciones, diferentes posteriors

Una empresa que fabrica zapatillas estd disenando una publicidad para Instagram. Tres
empleados comparten que la creencia a priori para m, la probabilidad de que un cliente
haga clic en el anuncio cuando lo ve, puede expresarse con una distribucién Beta(4, 3). No
obstante, los tres empleados realizan tres experimentos distintos y por ende tienen acceso
a datos diferentes. El primer empleado prueba el anuncio en una persona, que no cliquea
el anuncio. El segundo lo prueba en 10 personas, de las cuales 3 cliquean el anuncio. FEl
iltimo lo prueba en 100 personas, 20 de las cuales cliquean el anuncio.

i. Describa el entendimiento a priori que los empleados tienen sobre .
ii. Especifique la distribucién a posteriori de cada uno de los empleados.
iii. Compare las distribuciones a posteriori de cada empleado.

. Galletitas o masitas?

La UNR retne cada afno a estudiantes provenientes de diferentes localidades. Cuantas
cuadras constituyen una distancia “caminable” suele ser motivo de discusion, entre otros.
Pero la verdadera grieta estd entre la denominacién galletitas versus masitas. Un rosarino
pone un prior Beta(20,2) a la proporcién de personas que dicen galletitas, mientras que
un oriundo de una localidad del interior dirda que la credibilidad a priori es Beta(2,8).

i. Resuma ambas distribuciones a priori y explique con sus palabras lo que implican.
ii. Con la informacién de sus companeros de curso, actualice ambas distribuciones a
priori. ;jEs suficiente esa informacion para acercar ambas posturas?

Mi primera huerta

En un campamento de verano para infantes se realizaron actividades que promueven el
contacto con la naturaleza. Una de las tareas consistiéo en germinar semillas de tomate.
Josefina planté 18 semillas en su almaciguera. Al cabo de 5 dias, 8 de ellas germinaron.
Sea 0 la probabilidad de que una semilla de tomate germine y sea Beta(1, 1) su distribucién
a priori.

i. ;Qué informacién implica el prior sobre la probabilidad de germinacion?
ii. Calcule la media y el desvio estandar a posteriori de 6 a mano.
iii. Verifique el cédlculo utilizando R.
iv. Obtenga un intervalo de credibilidad del 95% para 6.

. Quién dijo que el fitbol siempre da revancha?

En la final del 2018 de la Copa del Mundo de la FIFA, Francia le gané a Croacia por 4 a
2. Considere que el nimero de goles que un equipo hace en un partido puede modelizarse
con una distribuciéon de Poisson. Suponga un parametro Ag para Francia y uno A¢ para
Croacia. Elija una distribucién Gamma a priori para el nimero medio de goles por partido
(es decir, A\p y A¢ compartiran la distribucién a priori). Ap da una idea de la capacidad
de Francia de hacer goles (A¢ lo mismo, pero para Croacia).

En funcién del resultado del partido, obtenga las distribuciones a posteriori de Arp y A¢
y responda utilizando R:

i. ;Qué probabilidad hay de que Francia fuera un mejor equipo que Croacia?
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9.

10.

ii. Siel mismo partido se jugara de nuevo (cosa que los franceses en aquella oportunidad
no pidieron), jcuél es la probabilidad de que Francia ganara de nuevo?

@ Ayuda
Plantee el modelo:
Y ~ Poisson(Ar)
Yo ~ Poisson(A¢)
Ap, Ac ~ Gamma(a, )

utilizando valores razonables para « y 3. Luego obtener el posterior y calcular
P(Ar > A¢). Para el segundo punto calcular P(gr | yr) > P(yc | yo)-

Mira si me va a pasar a mi...

Durante el desarrollo de las vacunas contra el COVID-19, un medio anuncié para una
determinada vacuna una eficacia del 100%.

En la fase 3 de un ensayo en adolescentes de entre 12 y 15 anos, la vacuna
BNT162b2 de Pfizer-BioNTech para el COVID-19 demostré una eficacia del
100% y una respuesta robusta de anticuerpos. El ensayo clinico involucré 2260
jovenes estadounidenses. En el ensayo, 18 casos de COVID-19 fueron observados
en el grupo placebo (n = 1129) y ninguno en el grupo vacunado (n = 1131)

Es de esperar que, en un ensayo més grande, aparezca algin caso de COVID-19 en el
grupo que recibi6 el tratamiento. ;Como se estima la probabilidad de algo que ain no
ocurri6?

" Ayuda

Sea Y laf cantidad de personas que reciben la vacuna y se contagian COVID-19.
Plantee un modelo y obtenga el posterior de 6, la probabilidad de que una persona
vacunada se contagie de COVID-19. Luego obtenga la distribucién predictiva a
posteriori utilizando un N, grande y calcule P(Y > 0).

La regla del tres

Una estudiante de Licenciatura en Estadistica esté releyendo su tesina antes de entregarla.

Si en 20 paginas encontrase 5 de ellas con al menos un typo, seria razonable estimar que
o ;. 5 1 . . .

la probabilidad de que una pdgina contenga un typo es 55 = 7. ;Pero qué ocurre si en 20

paginas no encuentra ningun error?

Verifcar que, partiendo de un prior uniforme, % es una estimacion razonable para 7 (la
probabilidad de que una péagina contenga un typo), siendo N el nimero de paginas. Para
ello, grafique la distribucién a posteriori que se obtiene al haber observado 0 typos en 10
péaginas y luego halle la probabilidad de que 7 < % para diferentes valores de N (10, 100,
1000, 10000).

@ Ayuda

Considerar Y = cantidad de paginas con al menos un typo en N paginas. Asumir que
la ocurrencia de typos entre paginas son independientes. El prior uniforme refiere a
la probabilidad de cometer al menos un typo en una pagina, 7. Para los diferentes
valores de N, primero encontrar el posterior de 7 y luego calcular P(7T < %) i Qué
se observa?
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11.

12.

13.

{Tenés alguien para recomendar?

Una colega quiere comprar un producto por Internet. Tres vendedores ofrecen el mismo
producto al mismo precio. Un vendedor tiene 100% de evaluaciones positivas, con 10
reviews. Otro tiene 96% de evaluaciones positivas, con 50 reviews. FEl ultimo tiene
90% de comentarios positivos, con 200 evaluaciones. ;Cuél de los tres vendedores le
recomendarias?

Bichos

Un bidlogo quiere determinar la densidad de un insecto en su regién. Su conocimiento
a priori del nimero promedio de insectos por unidad de &rea (m?) se puede representar
con una distribucion Gamma de media 0.50 y desvio estandar 0.25. En una investigacién
en 20 m? de area, se hallan 3, 2, 5, 1 y 2 insectos en los primeros 5 m? y ninguno en la
fraccién de tierra restante.

i. Halle la distribucién a posteriori del niimero medio de insectos por unidad de érea.
ii. Halle la distribucién predictiva a posteriori del nimero de insectos que se espera
encontrar en una exploraciéon de un area de 10 m?

@ Ayuda

i. Una distribucién conveniente para la cantidad de bichos por metro cuadrado
dado que se sabe que su promedio tiene un prior Gamma es la Poisson. A
partir de eso es sencillo obtener el posterior.

ii. Primero resolverlo para 1 metro cuadrado, y luego para 10. Se puede hacer
computacionalmente muestreando A del posterior y obteniendo muestras de la
distribucién de la respuesta usando los valores muestreados de A. También
se puede resolver de manera teérica calculando la integral de la distribucién
predictiva a posteriori. Para eso tener en cuenta:

MNz+1)=2xa!

> -~ Lb+1)
b _—ax _
/0 z’e” dx = —T

y que la funciéon de masa de probabiliad la distribucién binomial negativa se
puede escribir como:

plk,|r,m) = P(X = k) = F(F(kJrr)

T 1-—m)kr ke{0,1,2,... 0

Alter-ego

El profesor Caprista y el profesor Evangetto estan dando sus primeros cursos de Estadistica
Bayesiana. Sus colegas les dijeron que el puntaje promedio en un examen final, u, varia
normalmente ano a afio con media 8 y desvio estandar 0.4. Y ademads, que los puntajes
individuales de los estudiantes Y varian normalmente alrededor de p con una desviacién
estandar de 0.4

i. ;Cudl es la probabilidad a priori de que un estudiante se saque mas de 9 en un
examen final?
ii. El profesor Caprista toma el examen final y observa que sus 20 estudiantes obtuvieron
una nota media de 8.6. Halle la distribucién a posteriori de p.
iii. El profesor Evangetto toma el examen final y observa que sus 20 estudiantes obtuvieron
una nota media de 8.2. Halle la distribucién a posteriori de p.
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iv. Combine las notas de ambos exdmenes para obtener la distribucién a posteriori de p
v. (Cual es la probabilidad a posteriori de que un estudiante se saque mas de 9 en un
examen final?
14. Inferencia sobre una distribucién de Poisson
La distribucion de masa de probabilidad Poisson se define como

AN
plz|A) = - con ze€{0,1,2,---}

donde A > 0 es la cantidad promedio de veces que ocurre el evento de interés en un periodo
o espacio determinado.

i. Derive el estimador de maxima verosimilitud del parametro .
ii. Derive el posterior p(A | @) suponiendo que el prior sobre A es Gamma(\ | «, ) con
p(A | @, B) oc Xe7Le™ M,
Ayuda: El posterior también es una distribucién Gamma.
iii. ;A qué valor tiende la media a posteriori cuando « — 0y 8 — 07
Recuerde que la media de una distribucion Gamma(c, 3) es a/f3.

15. El modelo Gamma-Poisson

Sea A la tasa de mensajes de WhatsApp que una persona recibe en una hora. Suponga
inicialmente que se cree que la tasa de mensajes por hora tiene media 5 con desvio estandar
de 0.25 mensajes.

i. Elija una distribucién Gamma que represente adecuadamente lo que se cree acerca
de A
ii. ;Cuél es la probabilidad a priori de que la tasa de mensajes sea mayor a 107
iii. ;Cuantos mensajes se espera que reciba una persona en promedio en una hora?

Se sondea a un grupo de seis personas que recibieron 7, 3, 8, 9, 10 y 12 mensajes en la
ultima hora.

i. Graficar la funcién de verosimilitud.

ii. Determinar la distribucién a posteriori de .
iii. ;Cual es la probabilidad a posteriori de que la tasa de mensajes sea mayor a 10?7
iv. ;Cuantos mensajes se espera ahora que reciba una persona en promedio en una hora?

16. Inferencia sobre una distribucion Uniforme

Considere una distribucién Uniforme(0, ). La funcién de densidad de probabilidad es

p(z) = 51(z € [0,6)

Sea X = (Xi,...,X,) un vector de n variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas segin p(x)

Inferencia maximo-verosimil

i. ;Cual es el estimador maximo verosimil de 6 (Ildmelo fyry)?
ii. ;Qué probabilidad le asigna el modelo a una nueva observacién x,41 usando Onry'?
iii. ;Observa algtin problema con el resultado anterior? Si es asi, sugiera una alternativa
mejor.
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Inferencia Bayesiana
El prior conjugado de la distribucién uniforme es la distribucién de Pareto.
Si X ~ Pareto(a, m), luego

am®
anrl

pla | aym) = 21z > m)

Si el prior es una distribucién de Pareto, la distribucién conjunta de § y X = (X7, ...

€s
am®

donde M, = max(X). La evidencia es:
p(X) = / grrar1dY
et

(n+ a)ym™

(n 4 a)Mpte

SiM, <m

Si M, >m

, Xn)

Derive el posterior y muestre que puede ser expresado como una distribuciéon de Pareto.

17. Inferencia sobre una distribuciéon Exponencial

El tiempo de vida de una maquina en anos X es modelado con una distribuciéon exponencial

con parametro 6 desconocido. La funcién de densidad es:
p(z|0)=0e% con x>0, >0

i. Muestre que el estimador maximo verosimil (MV) es Oyy = 1/Z.

ii. Suponga que se observan los siguientes tiempos de vida de tres maquinas independientes

x1 =5, xa =6, 3 = 4. ;Cudl es el valor del estimador MV?

iii. Una experta del area sugiere que 8 debe tener una distribucién a priori que también

sea exponencial.
0| A~ Exp(\)

p(O | X) = e

Elija un valor para el hiperparametro \ de la distribucién a priori tal que E(6) = 1/3.

Utilice A\¢ para representar al valor.
iv. ;Cudl es el posterior p(6 | x,A\o)?
v. jEs la distribucion exponencial conjugada con un likelithood exponencial?

vi. Encuentre la media del posterior, E(6 | x, \o)

vii. Explique por que difieren el estimador MV de la media a posteriori. ;jCual es mas

razonable en este ejemplo?

18. Otras distribuciones conjugadas (I)
Considere el siguiente modelo:

Y | 8 ~ Geométrica(0)
6 ~ Beta(a, 3)

donde la funcién de densidad de la distribucién geométrica es p(y | ) = 6(1 — )Y~

yel 2 ...

I para
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i. ;Qué deberia ocurrir con la distribucion a posteriori de 6 para poder afirmar que la
distribucién geométrica es conjugada de la beta?
ii. Derive la distribucién a posteriori de 8 y concluya.

19. Otras distribuciones conjugadas (II)

Considere el siguiente modelo:

Y | 6 ~ BinomialNeg(6, m)
0 ~ Beta(a, )

donde la funcién de densidad de la distribuciéon binomial negativa es:

y+m—1

oo | 6.m) = (7"

>9m(1 — g

Obtenga la distribucion a posteriori de 6.

20. Otras distribuciones conjugadas (III)

Considere el siguiente modelo:

Y | 6 ~ Exponencial(§) = Gamma(1l, 6)

donde la funcién de densidad exponencial es p(y | §) = fe=%.

Elija una distribucién a priori conjugada de la verosimilitud propuesta y obtenga la
expresion para la distribucién de probabilidad a posteriori.

Simulaciones

A diferencia de la seccién anterior, que requiere resolver los ejercicios a mano y promueve el
uso de la computadora y R de manera complementaria, esta seccion contiene ejercicios que
deben ser resueltos mediante técnicas de simulacién implementadas en R. Es posible que en
algunos casos también se pueda obtener una soluciéon analitica. En estos casos, puede resultar
de utilidad obtener también una solucién a mano para validar el resultado, evaluar el nivel de
dificultad y ver que tan intuitivo resultan ambos enfoques.

1. Entrada en calor

Para cada una de las siguientes situaciones, hallar los intervalos centrales de credibilidad.

i. Intervalo del 95% para 7 siendo 7 | y ~ Beta(4,5).

ii. Intervalo del 60% para 7 siendo 7 | y ~ Beta(4,5).
iii. Intervalo del 89% para A\ siendo A | y ~ Gamma(1, 8).
iv. Intervalo del 95% para A siendo A | y ~ Gamma(2,5).
v. Intervalo del 81% para p siendo p | y ~ N(10,22).
vi. Intervalo del 99% para 7 siendo p | y ~ N'(—3,12).

2. Propiedades frecuentistas de inferencias bayesianas (!!)

Sea una variable Y tal que Y | § ~ Binomial(n,f) y 6 ~ Beta(1/2,1/2). Mediante un
estudio de simulacién calcule la cobertura empirica del intervalo de credibilidad del 95%
con n € {1,5,10,25} y 6 € {0.05,0.10,...,0.50}. Describa las propiedades frecuentistas
del intervalo de credibilidad bayesiano.

3. ;Te preguntaste alguna vez cual es la distribucién de un p-value?

Considere un problema conocido. Se desean comparar dos muestras independientes de
tamafio b utilizando un test t y utilizando el test de Mann-Whitney.
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i. Considere el caso en que las dos muestras provienen de poblaciones con igual media
y desvio estandar (supongamos normal de media nula y varianza unitaria). Si se
repitiera muchas veces el proceso de tomar las muestras y realizar los tests, jqué
distribucién tendran los p-values obtenidos para cada test?

ii. Considere ahora el caso en que las dos muestras provienen de poblaciones con diferente
media e igual desvio estdndar (M(0,1) y N(1,1)). Si se repitiera muchas veces el
proceso de tomar las muestras y realizar los tests, ;qué distribuciéon tendrin los
p-values obtenidos para cada test?

Eleccién de distribuciones a priori

Esta dtima seccién de la practica tiene como propésito ejercitar el uso de distribuciones de
probabilidad como herramienta para reflejar informacién de un problema determinado.

1. Esbozar la distribucién de las siguientes variables

i. El nimero de personas que compran café en el bar de la facultad asumiendo distribucién
de Poisson.
ii. El peso de perros adultos en kilogramos asumiendo una distribucién Uniforme.
iii. El peso de elefantes adultos en kilogramos asumiendo una distribucién Normal.
iv. El peso de humanos adultos en libras asumiendo una distribucién asimétrica hacia
la derecha.

2. Verificar los resultados de manera computacional

Para cada uno cada uno de los ejemplos del ejercicio anterior, graficar la distribucién
usando R. Seleccionar los parametros que creas razonable, tomar una muestra aleatoria de
tamafio 1000 y graficar la distribucién en base a las muestras. ;Se refleja tu conocimiento
del problema en la distribucién graficada? Si no, ajustar los pardmetros y repetir el
proceso hasta que el resultado tenga concuerde con el conocimiento del problema.

3. Hay que amigarse con de la distribucién Beta

Comparar las siguientes distribuciones a priori.

o Beta(0.5,0.5).
o Beta(1,1).

o Beta(1,4).

» Beta(b, 1.5).

i. (En qué se diferencian?
ii. ;Cual de ellas es mas informativa?
iii. ;Cdémo lo determinaste?

4. Elicitacién de priors

En cada una de la situaciones que se describen debajo, ajustar manualmente los parametros
de una distribucion Beta para que reflejen la informaciéon brindada. No siempre existe
una Unica respuesta correcta.

i. Un amigo se postuldé para un empleo en LinkedIn y te dijo: “Dirfa que tengo
una chance del 40% de que me den el trabajo, pero no estoy seguro”. Cuando le
preguntamos un poco mas, dijo que estima sus chances entre un 20% y un 60%.

ii. Un grupo de investigaciéon del CONICET desarrollé una nueva prueba para una
enfermedad bastante rara. El grupo espera que esta prueba arroje resultados correctos
el 80% de las veces, con una varianza de 0.05.
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iii. El primo de un amigo es un apasionado de la pesca, lo practica muy seguido, y se
dice ser muy bueno. Segin comenta tu amigo, en el asado de los Jueves el pescador
dijo lo siguiente:

Si tengo que hacer un promedio, 9 de cada 10 veces que salgo, vuelvo con algo.
Pero dltimamente te diria que siempre es 10 de 10. Estoy infalible. La verdad
es que soy un crack de la pesca.

Ante el descreimiento de algunos de los comensales supo reconocer que no siempre le fue
tan bien:

Tuve mis malas rachas, pero nunca menos de 8 pescas de cada 10 salidas.

Efecto de la parametrizacién

Sea 6 la probabilidad de éxito en un experimento binomial y sea v = % la chance
de éxito. Utilizar simulaciones para explorar los efectos de las siguientes elecciones de
distribuciones a priori

i. Si 6 ~ Uniforme(0, 1), jcuél es el prior inducido para 7
ii. Si 6 ~ Beta(5,5), jcudl es el prior inducido para ~?
iii. Si «y ~ Uniforme(0, 100), jcudl es el prior inducido para 07
iv. Siy ~ Gamma(l,1), jcuél es el prior inducido para 67

Teoria de la Decision

1.

Dada la distribucién a posteriori p(6 | y), probar que el estimador de Bayes que minimiza
la funcién de pérdida L; es la mediana de p(0 | y).

. Suponga que la distribucién a posteriori de m, p(7 | y), es Beta(12,4). Determine mediante

simulacion el estimador que minimiza la pérdida de Huber:

(r—0)?si|r—6<a

- (| — 8] — 1a) en cualquier otro caso

L(0,7) = {;

Otros

1.

Distribucion predictiva a posteriori

Considere un modelo Y | # ~ Binomial(f,n), donde 6 puede tomar valores discretos
0, 0.1, 0.2, ..., 1. Serealizaron inferencias sobre 6 y se obtuvo la distribucién a posteriori
que se muestra en la parte superior de la Figure [l|.

Se desea obtener la distribucién predictiva a posteriori para el nimero de éxitos g enn =5
nuevas realizaciones del experimento. Cada valor de € da lugar a una posible distribucién
de y de acuerdo a la verosimilitud binomial, como se observa en la parte inferior de la
Figure m
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Figure 1: Distribucién a posteriori y distribucion predictiva a posteriori

i. Calcule p(g | ) para cada valor posible de 6 y compruebe que los graficos de la parte

inferior de la Figure [ll son correctos.

ii. Combine los p(7 | 8) ponderando por las probabilidades a posteriori de 6, p(0 | y) para
obtener la distribucién predictiva a posteriori

iii. Compare la varianza de una de las p(g | 6) (por ejemplo, la de § = 0.5) con la varianza
de la distribucion predictiva a posteriori jqué observa?

iv. A partir de p(f | y) y de la verosimilitud binomial, obtenga muestras de p(y | y) y grafique
su distribucion.
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